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ベータ分布において確率測度変換が
歪度に与える影響
高見茂雄
要旨：ベータ分布はパラメータの設定し、かんにより、正負自在の歪度をとる
ことができ、事業価値の変動を表すモデノレ分布として適切である。ところが、
リアル・オプション価格を求める場合、同値マルチンゲール測度への確率測度
の変換を行えば、歪度にブレが生じ、分布形状が変化する。そこで、この現象
を捉え、本論文ではどのくらいブレが生じるかを数量的に明らかにした。
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1. はじめに
デリバティブプライシングやリスクマネジメントにおいては、将来の原資産
価格挙動をモデル化し、状態空間が一定の理論確率分布に従うものとして分析
を行う。前者では相対価格収益率が正規分布に従う（相対価格そのものが対数正
規分布に従うことと同等）ものとするのが伝統的であるのに対し、後者では外れ
値に関心があり、正規分布から離れ、歪度がゼロではなく、尖度が3を超える、
すなわち、歪みがあり、ファットテールな分布に従うものとされる。
両者で用いる想定理論確率分布が異なる点につき、 Tavella(2002, p.122・
123）は両者を対比させて議論している。まず、デリバティブプライシングにお
いては、同値マノレチンゲール測度をみつけ、ペイオフ関数の期待値を求めるこ
とで足りる。つまり、現実または想定した確率測度を与える確率分布は考察す
る必要がなし1から、取扱いやすい正規分布に従うとの前提を置けば、それ以上
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議論する必要がない。連続型分布を想定した場合、完備な市場において、ラド
ン・ニコディム微分が存在し、ギルサノフの定理により、仮想のリスク中立確
率測度が得られ、期待値が求まる。そこで、は分布形状については一切議論する
必要がないlo
これに対し、リスクマネジメントでは、逆に期待値そのものにはあまり関心
がなく、 VaR分析で見られるように外れ値が発生したときのリスク、最大損失
額に関心がある。そこで、想定する原資産の分布形状が大いに問題になり、分
布形状が詳細に議論され、分散（ボラティリティー）のみならず、歪度、尖度も問
題となってくる。
ところで、原資産を事業価値とするリアル・オプションを研究対象として定
めた場合、われわれは原資産、ペイオフ関数の期待値には当然関心はあるもの
の、原資産の確率分布形状にも注意を払うべきであると考える。というのは、
リアル・オプションにおいては条件付請求権を表わす関数に経路依存症を伴う
ものが多く、分布形状が経路に与える影響が大きいと考えられるからである。
つまり、リアルなアセット、事業価値の挙動においては、デリパティブプライ
シングとリスクマネジメントの両面からの考察が欠かせない。高見（2002）では、
事業価値の挙動は投資を行うか行わないかの非対称的意思決定フ。ロセスを内包
するので、非正規型確率分布を想定することが適切であると主張している。続
いて、エキスパートによる予想売上高確率分布を出発点に主観的事業価値の確
率分布を測定する方法を議論しているが、その中で、非正規型分布の特徴のひ
とつである、正または負の歪度に焦点をあて、ベータ分布をモデル分布として
1連続型分布に関する理論はネフィツィ（1999）、ラムベルトン・ラベー ル（2000）を参照
のこと。離散型分布に関して、 2項モデルの例ではリスク中立確率をp＝と宅，（r：リ
u－α 
スクフリーレート川：アップの場合の価格，d：ダウンの場合のリター ン）と定めることが、
伝統的に用いられている。デリパティププライシングの分野で分布形状を問題にする重
要な例外的考察として、 Rubinstein(1998）がある。そこではボラティリティー・スマ
イルを説明するのに際し、分布の歪度、尖度を問題にしている。
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しかし、高見（2002）では、事業価値評価、リアル・オプション評価において
もっぱら資本コストkを用いて現在価値を求めている。前述のように、リアル・
オプションにはデリバティブプライシングとリスクマネジメントの両方の側面
があり、後者での分析はなされているものの、前者で、の同値マルチンゲール測
度への変換の議論が希薄で、あった。また、この点に関し、先行研究は見られな
い。そこで、その議論を補うべく、本論文では事業価値状態空間がベータ分布
に従うとして、割引率が資本コストkに対応する確率測度からリスクフリーレー
トrに対応する同値マルチンゲール測度に変換した場合、分布形状がし、かに変化
するかを分析する。
2.確率測度の変換
以下では簡単のために、満期日だけ行使が可能のヨーロピアン型コールのリア
ル・オプション価値を考察する3。
資本コストk、満期日をT、T時点の事業価値をv(r）、行使価格（プロジェク
トの初期投資額）をK、v(r）の確率密度関数を！（・）とすると、コー ルオフ。ショ
ン価値Cは、まず（1）式で表現できる。
C = E[e-kr max{v(r）ーにo}]=e-krにmax{V(T）ーにO}f(V(T))dV(T)(1) 
(1）式は高見（2002）で、エキスパートによる主観的予想売上高から導出したT時
2蓑谷（1998）では代表的理論分布がリストされているが、歪度がゼロでない一変数分布
に、アー ラン分布、 F分布、 χ2分布、ガンマ分布、幾何分布、逆ガウス分布、極値分
布、指数分布、対数正規分布、 2項分布、パレート分布、ベキ関数分布、ベータ分布、
ポワソン分布、レイリ一分布、ワイブル分布がある。このなかで、 2項分布、ベキ関数
分布、ベータ分布以外は正の歪度しか取ることができない。負の歪度も取り得る 3者の
分布のうち、ベキ関数分布はベータ分布の特殊の場合であり、離散型2項分布より、連
続型ベータ分布の方が、解析しやすいので、本論ではベータ分布を研究対象とする。
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点の企業価値V(T）とその確率密度関数J(V(T）から構成され、現在価値に割引
く割引率もエキスパートの主観に対応する資本コストkになっている。資本コス
トkがどのくらいの水準であるべきかについてはさまざまな議論がある。伝統的
には負債レパレッジを考慮に入れたCAPMモデルにより導出される数値とする
が、計算途中に現れる 8値の推定には議論がある。。値はプロジェクトのリス
クを反映した数値と考えられるが、実務では数量化することが難しく社内一律
の資本コストを裁量的に設定しているところが多い。また、その水準もまちま
ちである4。そこで、デリパティブプライシングに際しては、資本コストkの議
論を避け、金利マーケットから客観的に観測されるリスクフリーレートrにて現
在価値に割引く方法が選好される。リスク概念より k>rであるから、（1）式と等
価になるためには、にmax{V(T)-K,O}J(V(T))dV(T）の値が少なくとも小さく
ならなくてはならない。そのためには原資産の値を少なくする方法と確率測度
を変更する方法とが考えられる。
C=Eレrmax{v・(r）ーにo}]=e-r [ max{1γ（T)-K,O}J(V *(T))dV(T) (2) 
C = E*[e-rr max{V(r）ーにo}]=e-rTにmax{V(T）ーにO}J(V(T))dγ（T)(3) 
すなわち、（2）式で示される前者の方法では確率密度関数は同じに保つが、変数
の値を少なめに修正する方法であり、つねにγ（T)<V (T）となるように定める。
これに対し、（3）式で示される後者の方法では変数の値は同じに保つが、確率測
度をdV(T）からdV*(T）に変換する。それにともない、期待値オペレーターは
3簡単のため、条件付請求権に経路依存性がないオプションで説明しである。
4資本コスト水準の実証研究とし米国の事例は Summers(1987）がよく引用されている。
フォーチュン500社中 95杜の有効回答アンケートからメジアンは 15%で、あった。2001
年ころ、日本の実証研究は見られないようだが、著者が EVAR採用企業、複数社ヒアリ
ングのところ、やはり全社一律で 5-7%くらいの水準で、あった。
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E［・］からE＊［・］に、確率密度関数は／（似も／＊（・）に変換される。このように理論
的には2つの方法がありうるが、前者では恋意的な調整にとどまるので、もっ
ぱら理論的に確立された後者の方法が用いられている。
そして、原資産の挙動が幾何ブラウン運動に従う典型的モデ、ルで、は、停止時間
t:(O=:;t=:;T）で議論すれば、確率変数Inf血lが期待値μt，標準偏差σ,fiの正l v(o)j 
規分布に従うと設定され、確率測度の変換によって、期待値はrtに変換される
が、標準偏差はσ,fiのままに保たれ、正規分布の場合、もともと歪度はゼロで
あるので、分布形状は不変の平行移動が行われるだけである。ところが、確率
変数Inf些nlこ歪みのあるベータ分布を想定した場合事態は複雑になる。本論. l v(o)j 
では、標準偏差が一定のもと、期待値を変更させる確率測度の変更が歪度にど
の程度影響を及ぼすかを考察する。
3.ベータ分布での確率測度変換
以下では確率変数Inf並nをXとおき、簡単のために、 x= X-minX の
. lv(o)j maxx一minx
変数変換を行い、値域minx::;x::;maxxを値域O三x三1に標準化を行う 50
確率変数以（0豆x豆1）で定義されるベータ分布B(m,n）は（4）式の確率密度関数
5確率変数Inf!1.lが±∞まで定義される場合、この方法では対処できない。その場
日 lv(o)J
合、値域が（－∞，∞）のロジットベー タ分布（密度関数は
J(x)= グ 、,-oo < x < oo,(m,n > 0）で考察すべきであるが、今後の研究
B(m,n )(1 + e-x … 
としたい。また、いくらエキスパートの予想に基づくといえども、最大値maxX、最小
値minXの決め方により、後述の変曲点が決まってくるので、それらの決め方について
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／（・）で表される。
J(x)= x仲＇（l-xY-'B(m,n)= f'um-'(1-u）ト1du,(m,n > 0) (4) 
B(m,n） も
そして、期待値μ、標準偏差σはパラメータ（m,n）を用いれば、以下のように
表される。
μ＝ー 竺ー (5) 
m+n 
mn (6) 
(m+n)2 (m+n+l) 
反対に、（5),(6）式をμ，σ2について解けば、（7),(8）式で表現でき、期待値μ、
標準偏差σが与えられたもとで、パラメータ（m,n）は（7),(8）式の通りに一意的に
決まるといえる。
m＝μ件ι1}(7) 
n=(l－μ）件£2-1}(8) 
ここで、標準偏差σを一定に保ちつつ、期待値μ’を r’に変化させる確率測度変
換を考える6と、パラメータ（m,n）が変化することが（7),(8）式から観察できる。す
なわち、ベータ分布の場合、パラメータ（m,n）によって分布形状が決まるので、
確率測度の変換によって分布形状が変わることを意味し、それは前述の正規分
は、高見（2002）で触れてあるとはいえ、さらに考察が必要である。
6 3節での期待値、リスクフリーレートは基準化した概念であるの「’jを付してある。
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布の場合での単なる平行移動だけにはとどまらない。その分布形状の変化を顕
著に示すのが歪度の変化である。そこで、以下ではベータ分布B(m,n）の特徴を
表す、歪度s＊がどのように変わるかを考察する。
パラメータ（m,n）のもと、歪度s＊は（9）式で表される7。
sk = 2(n-m}J訂訂T(9) 
(m + n + 2w;; 
(9）式を観察すると、分子のn-mの符号いかんによって、正負自在の歪度s＊を
とりうることが確認できる。（9）式はパラメータ（m,n）が入っていない方が見やす
い。そこで、歪度内を期待値μ、標準偏差σで表すために、（9）式に（7),(8）式を
代入し整理すると、（10）式になる。
、 、 ． ，
?
? ???? ， ? 、
??
?
、 ? ? ?
?
?
??
? ? ????? ?? ?
ここで、期待値μ’を r’に変化させる確率測度変換を考察するが、期待値〆の
近傍で、歪度.s＊がどの程度変化するかを検討する。その変化量は竺Lを計算するこ。μ
とで、具体的に示される。（10）式をμで偏微分すると（11）式が得られる。
ask 
aμ 
引ぺr+2<T＇サ
(11) 
7蓑谷（1998）、 Johnsonet al.(1995）によるが、モーメント関数を求めることで計算でき
る。
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(11）式右辺を観察すると、分子、分母ともすべて正。よって、マイナス符号が
as a2s 
ついているためニよくOである。ま？ ＿＿：＿：＿；：＿ は（12）式の通りになり、分母の。μ 、ー 8μ2
µ(1 －µ）が正なので、 µ＝~ が変曲点である。
。2sk-2σ（1-2μXJσ2+1) (1＇＞、
石Tー い（1ーμ）＋σ2}3 ＇~－ 
なお、期待値μがμ＝μ’からμ＝ r’まで動くにつれ、変化する歪度の量
l.s k = s k(r『） -s k(μ’）は標準偏差σが一定と仮定すれば、（13）式で表される。
& -2σ（l-2r’） -2a{l-2μ’） 
k -，巾－r’）＋σ2 μ'(1－μ’）＋σ2 
=2σ（μ’ーペl＋σ2ー μ’一戸ー 2μ’r’） (13) 
同一戸）＋σ2}{µ•(1 ー μ’）＋ σ2}
(11),(12）式のファイナンス的インプリケーションは以下の通りである。すな
わち、ファイナンスではリスクフリーレート〆がマーケットで与えられる最小
の正の割引率につき、事業価値の期待収益率μ’との関係は必ずμ’＞戸が成り立つ。
(11）式に従うと、期待値μ’をr’に変化させる確率測度の変換により、歪度は正
方向のバイアスがかかる。ただし、その変化量は期待値μ、標準偏差σの水準
に依存し、複雑である。また、（12）式では変曲点が 1/2であることが示されて
いうるが、これは事業価値の期待収益率がとりうる範囲の平均値を指し、その
近傍ではバイアスの係り具合は緩やかであることを意味している。
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4.結論・今後の課題
われわれは事業資産の確率的挙動を分析するにあたり、デリパティブプライシ
ングの視点とリスクマネジメントの視点との両面が必要である旨を確認した。
そこで、高見（2002）で、は未解決で、あった確率測度の変換が歪度に与える影響を調
べ、特に 3節で議論を展開した。その成果は（11),(12）式に示されており、式自
体のファイナンス的意味づけは前述の通りである。
しかし、本研究は限定された範囲にある。本論文では状態空間の分布の議論に
焦点を置いたが、確率過程の議論には触れていなかった。また、リスク中立確
率のもとでの分布形状が具体的にどのようなるかは検討していなかった。これ
らはまず解決すべき課題である。
それに加え、高見（2002）で、はマネジメントの意思決定そのものによって歪んだ
分布形状が生じると主張するが、事業リスクと意思決定との関係、あるいは資
本コストkとリアル・オプション価値との関係で、想定分布の歪度が変化するこ
とはし、かなる意味があるかを検討すべきであると考える。
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